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Introducción

Es conocido que la distribución normal no es adecuada para describir los mercados de capitales, y cuando decimos “mercados de capitales”, nos referimos al rendimiento de los activos que en ellos cotizan. Sin embargo, en las últimas décadas muchos de los conceptos desarrollados en la teoría y la práctica de la finanzas descansan en el supuestos que los rendimiento siguen una distribución normal.  Desde los trabajo de Mandelbrot (1), (2), (3)* y Fama (4), (5), (6)* se ha despertado el interés por estudiar la distribución empírica de estos rendimientos. El exceso de curtosis encontrada por dichos autores los llevaron a rechazar el supuesto de una distribución normal y proponer la distribución Lévy-estable. Es en esta familia de distribuciones que el presente trabajo tendrá su foco.

La distribución normal tiene un gran número de características deseables. Su propiedades han sido extensamente estudiadas. Sus medidas de dispersión son bien entendidas. Como se mencionó previamente, un gran número de aplicaciones prácticas se han desarrollado usando como base la distribución normal. Pero las razones por las que estos modelos no son apropiados descansan en sus supuestos. El Teorema Central del Límite asegura que la suma de un conjunto de variables aleatorias independientes con varianza finita converge en distribución a una función normal. Existen situaciones en que estos supuestos no se mantienen. En particular, puede haber casos donde exista una “amplificación” en los valores extremos. Esto provocará una distribución de “colas pesadas”. 

Por ejemplo, Vilfredo Pareto (7)* encontró que la distribución de los ingresos de los individuos era aproximadamente log-normal para el 97% de la población. Sin embargo, para el restante 3%, encontró que los ingresos eran sustancialmente mayores a los esperados. No es común que alguien viva 5 veces más tiempo que el promedio de las personas, pero es esperable que existan individuos que sean 5 veces más ricos que el promedio. Esto se debe a que a mayor riqueza, mayores fondos disponibles para arriesgar, lo que permite a los ricos incrementar su riqueza en maneras que otros no pueden. Estas distribuciones con colas pesadas llevaron a Paul Lévy (8)* a formular una función de densidad generalizada, de la cual la distribución normal es un caso especial. Lévy usó una versión generalizada del Teorema Central del Límite. Una generalización de este teorema debida a Gnedenko y Kolmogorov (9)* indica que la suma de variables aleatorias con varianza infinita tiende a una distribución estable de Lévy a medida que el número de variables crece.

Estas distribuciones tienen aplicación en el estudio de un gran número de fenómenos naturales pero no atrajeron mucha atención por sus inusuales características, las cuales se presentan a continuación.

Sección 1: Las propiedades de las distribuciones estables

Parametrización

La distribución estable tiene cuatro parámetros: , ,  y . Los dos menos importantes son  y .  es el parámetro de localización. El valor esperado de la variable depende de este parámetro. El parámetro  es el parámetro de escala, y sirve como medida de dispersión. Cuando  es igual a 0 y  igual a 1 queda definida la variable Lévy-estable estandarizada. Los parámetros  y  determinan la forma de la distribución y son extremadamente importantes. Estos parámetros dependen del proceso generador, mientras que  y  no.  es el parámetro del cual depende la asimetría de la distribución. Toma valores entre –1 y 1. Cuando  = 0 la distribución es simétrica (ver gráfico 1.1)

El parámetro  determina la curtosis, y por ende cuán pesadas son las colas. Este parámetro puede tomar valores 0 <  ≤ 2. Cuando  = 2, la distribución es normal, con varianza igual a 22. Sin embargo, cuando  < 2, la varianza se vuelve infinita. Mientras 1 <  ≤ 2 la esperanza existe, cuando  ≤ 1, la esperanza también se vuelve infinita.

La existencia de momentos indefinidos o infinitos es una de las “rarezas” de esta familia de distribuciones que seguramente no contribuye a su popularidad. Más adelante se trabajará sobre esta propiedad y sus consecuencias.
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Gráfico 1.1: Gráfico semilogarítmico de las funciones de densidad para los casos =2,  1.95 , 1.8 , 1.5  y 1 (En todos los casos  y Fuente: Weron (10)*
Propiedad de aditividad

Las distribuciones de Lévy son llamadas distribuciones estables. La propiedad de estabilidad que da su nombre a estas distribuciones viene de una de sus principales características: supongamos que X1,X2,...,Xn son variables aleatorias independientes, con distribución estable, con un mismo parámetro  pero diferentes valores de ,  y 

 Xi ~ S (i,i,i)

Entonces X1+X2+...+Xn=X ~ S (,,)
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Donde:

Expresado en términos más simples: la suma de variables estables genera otra variable estable.

Función Característica

La forma más utilizada de la función característica de X ~ S (,, esto es, una variable -estable con parámetros ,, y  es la dada por Weron, (10)*  y Samorodnitsky and Taqqu, (11)*
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Una característica desafortunada de las distribuciones estables es que su función de densidad y de distribución no tiene forma analítica cerrada excepto en tres casos: la distribución normal, la distribución de Cauchy y la distribución de Lévy.

Distribución estable
Equivale a 
Función de densidad

S (c,0,
Normal(,2c2)
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En los demás casos uno debe conformarse con tener la función característica y obtener por métodos numéricos la función de densidad. Existen métodos numéricos que simulan una variable con distribución estable (se verá más adelante) y también se puede recurrir a la inversión numérica de la transformada de Fourier.

Como es evidente, esta es la segunda característica que ha dificultado en gran medida el uso en la práctica de esta distribución, aún más que la inexistencia de momentos. El cómputo de probabilidades, la estimación de parámetros, los test de bondad de ajuste, etc, dependen de métodos numéricos que necesitan gran cantidad de cálculos. Sólo en los últimos años el poder de cálculo ha avanzado lo suficiente para hacer práctica la utilización de estas distribuciones.

Esperanza y varianza infinitas

La idea de esperanzas o varianzas infinitas puede resultar inusual. Tomando como ejemplo la distribución de Cauchy, la cual tiene tanto su esperanza como su varianza indefinidas
, podemos ver en los siguientes gráficos que una de las consecuencias concretas es que a medida que se aumenta el tamaño de la muestra no pareciera ganarse en calidad. Sin importar cuán grande sea la muestra, la relativamente alta probabilidad de obtener valores extremos hace que la media muestral tenga fluctuaciones muy grandes. Esto tiene efectos muy importantes cuando se necesita estimar los valores de los parámetros en base a información del pasado.

Los gráficos que figuran a continuación fueron construidos de la siguiente manera: se generó una muestra de tamaño 5000 y se obtuvo su media. Luego se incrementó en 5000 observaciones el tamaño de la muestra y se calculó su media. El proceso se repitió obteniendo muestras independientes hasta llegar a una muestra de tamaño un millón. Luego se graficaron las medias en función del tamaño de la muestra. El primer gráfico muestra los resultados con una distribución normal, el segundo con una distribución de Cauchy. La intención es que se pueda apreciar gráficamente la gran varianza que persiste en una muestra con distribución de Cauchy aún con un millón de observaciones y como esta variabilidad no parecería haber disminuido al ir creciendo la muestra.
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Sección 2: Las distribuciones estables y los mercados de capitales

¿Es posible que una distribución con propiedades tan inusuales como momentos  infinitos represente más fielmente el comportamiento de un activo que la distribución normal?

¿Qué vieron Mandelbrot y Fama en los mercados financieros que los llevaron a proponer la distribución Lévy-estable como alternativa a la distribución normal?

Con este ánimo decidimos recurrir directamente a los datos del mercado, alejarnos brevemente de la teoría pura y observar por nosotros mismos las cualidades de los rendimientos del índice Dow Jones para poder comparar al menos cualitativamente con las distribuciones estables.

El gráfico 2.1 muestra 10.000 números aleatorios con una distribución estable con parámetros =1.92, =-0,3, =0,012 y  =0. Los datos han sido estandarizados, por lo tanto la unidad de medida son “desvíos estándar” (desvío estándar muestral, el poblacional es infinito).

Dado que no existe forma cerrada
 de la función de distribución, no existe entonces la posibilidad de usar su inversa como método de simulación. El algoritmo de simulación utilizado es descripto en el apéndice B, el mismo se debe a Chambers, Mallows y Stuck y se obtuvo de Weron (12)*.

En el gráfico puede verse el efecto de las colas pesadas: existe un pequeño grupo de valores que supera muy ampliamente al resto de las observaciones. Se han marcado con una flecha aquellos valores que superan los cuatro desvíos estándar desde la media.

A modo comparativo, en los gráficos 2.1b y 3.1c se muestran 1800 simulaciones de una variable normal estándar y los rendimientos logarítmicos de 5 días, ln(Xt+5 / Xt ),  del índice Dow Jones Average de los últimos 40 años (1782 observaciones). En este último puede verse que en estos años ha habido 4 semanas en las cuales los rendimientos (positivos o negativos) excedieron los 4 desvíos estándar: la semana del 14/10/1974, del 20/10/1987, del 27/10/1987 y la semana que siguió al 11/9/2001. En contraste, en la muestra simulada de una distribución normal no se encontraron valores extremos superiores a cuatro desvíos estándar (la probabilidad de que en una muestra de 1800 valores “normales estándar” se obtenga una observación en módulo superior a 4 es 0,000063 o una cada 15000).
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Comparación a través de la media secuencial

Los gráficos 2.2a, 2.2b y 2.2c muestran la media secuencial, esto es, la media muestral para los primeros n elementos (expresada en función de n), para las tres muestras descriptas previamente. Es importante notar el comportamiento una vez superadas las seiscientas observaciones: la muestra normal no presenta variaciones apreciables, mientras que tanto la simulación de distribución estable como el índice Dow Jones presentan saltos y oscilaciones.
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Si bien es cierto que con un gráfico no se puede demostrar la distribución de una muestra, es indudable que un primer análisis de tipo gráfico siempre ayuda como un paso necesario antes de refinar el análisis. Un tipo de gráfico muy importante en el análisis de distribuciones es el llamado quantile-quantile plot o en forma resumida q-q plot. Este gráfico es útil para decidir si dos muestras provienen de la misma distribución. Lo que se hace es representar sobre las abcisas los valores de una de las variables y sobre las ordenadas los valores de la otra variable. Luego se marca con un cruz la intersección del primer percentil de la primera variable con el primer percentil de la segunda, esto es, el valor (x;y)= (x0,01;y0,01 ). De la misma manera se marcan los restante 99 percentiles. Si las dos muestras provienen de la misma distribución las cruces se hallarán muy cerca de la recta x=y. A mayor desviación de esta, mayor diferencia en las distribuciones. Si los valores encontrados forman una recta pero distinta a x=y entonces es posible que las muestras provengan de la misma distribución pero con diferentes parámetros.

El gráfico 2.3a muestra la comparación entre los retornos logarítmicos de 5 días del Dow Jones Average (estandarizados) y la distribución normal estándar. El gráfico 2.3b compara el Dow Jones con una distribución estable con parámetros =1.92, =-0,3, =0,012 y  =0
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En estos gráficos puede verse nuevamente cómo la distribución estable representa mejor los datos del Dow Jones con respecto a una distribución normal. Se notan, sin embargo, varias áreas donde existen diferencias entre los datos tomados del Dow Jones y la simulación de la distribución estable. Estas diferencias se deben a dos grandes causas:

· El Dow Jones no tiene exactamente una distribución estable de Lévy. Existen ciertas características de los mercados de capitales que las distribuciones estables no reproducen. Estas serán analizadas con más detalle más adelante.

· Los parámetros elegidos no son los correctos. La estimación de los parámetros es sumamente complicada en una distribución estable. Tanto si se desean usar estimadores máximo-verosímiles como mínimo-cuadráticos ambos representan procesos de estimación engorrosos y muy intensivos en cantidad de cálculos. La razón principal es la falta de una forma analítica para la función de densidad. Esto obliga a trabajar exclusivamente con métodos numéricos. 

Las distribuciones estables y los mercados de capitales: aspectos en común

Colas Pesadas

La primer característica que ha llevado a numerosos académicos a descartar la normalidad de los retornos es la curtosis. La distribución empírica de los retornos bursátiles muestra siempre colas más pesadas que las muestras normales y picos más agudos. Existen muchos modelos que con el tiempo se fueron proponiendo que tomaron en consideración este aspecto de los mercados de capitales, entre ellos pueden contarse: distribuciones t de Student, sumas aleatorias de distribuciones normales, “jump-processes”. 

Saltos en los precios

Una segunda característica de los mercados que es deseable que cualquier modelo reproduzca, son los grandes saltos en los precios. Existen momentos cuando una mala noticia “acelera el pulso del mercado” y los precios caen o suben de manera mucho más abrupta que la descripta por el tradicional movimiento browniano. Es importante notar que la valuación de opciones según su valor en ausencia de arbitraje, tal como fuera propuesto por Black y Scholes en 1973, implica que el proceso generador de las rentabilidades es un movimiento browniano el cual posee trayectorias continuas en el tiempo. Esto es fundamental para garantizar que a cada momento (en tiempo infinitesimal) la sucesión de carteras replicantes del derivado (la estrategia) sea autofinanciable. En el caso que el proceso no sea continuo (como lo es el proceso Lévy-estable) la ausencia de arbitraje no se cumple, sino que se está trabajando en un mercado incompleto.

 Existe un modelo que comparte esta característica con las distribuciones estables: los “jump-diffusion processes” (procesos de salto y difusión), que fueran propuestos originalmente por Merton en 1976. Estos procesos consisten en un browniano tradicional sobre el cual se impone un proceso de Poisson que a intervalos aleatorios de tiempo provoca un salto de los precios. Esto tiene como efecto aumentar la volatilidad y la curtosis de la distribución resultante. Generalizando, tanto el movimiento browniano, el Lévy-estable y el “jump-diffusion”  son procesos de Lévy: puramente continuos, puramente discontinuos y mixtos relativamente.

 Así como en el modelo “jump-diffusion” de Merton los saltos están dados por un proceso de Poisson, en las distribuciones estables este efecto lo garantiza la varianza infinita. Como se pudo observar en el gráfico 2.1a, constantemente aparecen valores que superan por mucho la media (o el valor principal de Cauchy, su equivalente más cercano para distribuciones con media indefinida).

Sin embargo, McCulloch (13)* indica  que el proceso estable “es preferible por el criterio de la navaja de Occam
 debido a que provee tanto grandes saltos y movimiento continuo. Al mismo tiempo, depende de menos parámetros que el modelo de Merton, cumpliendo mejor el criterio de parsimonia. Un proceso estable implica un número infinito de “jump-processes”, cuyas frecuencias relativas están gobernadas por el parámetro ”

Limitaciones de los modelos con distribuciones estables 

El principal aspecto de los mercados de capitales que un modelo basado en distribuciones estables no puede emular (al menos en su formulación más simple) es la estructura autoregresiva que muestra la volatilidad. Los períodos de malas noticias en los mercados, no consisten solamente en un valor extremo, sino en períodos de días, semanas y aún meses cuando la volatilidad es mayor que el promedio, y períodos de calma con valores menores al promedio. Un modelo que captura esta característica adecuadamente es el GARCH de Boreslev y Engle. 

Es posible que un modelo que use distribuciones estables con un parámetro  cambiante en el tiempo produzca resultados que se ajusten mucho mejor a los mercados, un problema que aún no ha hallado una solución definitiva. Lo más cercano que se puede hallar son los modelos de volatilidad estocástica que serán descriptos en la siguiente sección.

Los procesos Lévy-estables y la valuación de opciones

Pocos temas han merecido tanta atención en el campo de las finanzas en los últimos treinta años como los derivados financieros. Pocas veces un desarrollo teórico como la ecuación de Black-Scholes-Merton (BSM en adelante) y la fórmula de valuación de “calls” y “puts” derivada de aquélla tuvieron una aceptación e impacto tan grande en el mundo de los negocios. En la década de los setenta el modelo fue extendido en diversas maneras para contemplar: derivados sobre activos que pagan dividendos, tasas de interés en función del tiempo, valuación usando un proceso browniano más un proceso de saltos finitos
 dado por un proceso de Poisson. A partir de los años ochenta los modelos se extendieron para contemplar los procesos con volatilidad estocástica. Al principio estos incluían un proceso secundario generador de la varianza, impulsado por un movimiento browniano secundario (independiente al proceso principal) y un “kernel” que produce un proceso con reversión hacia la media. Luego, los modelos empezaron a contemplar la posibilidad de que el mencionado movimiento browniano secundario estuviera correlacionado negativamente (cuando los precios suben, la volatilidad baja y viceversa) como forma de explicar la asimetría en la distribución empírica de los rendimientos en los mercados.

Replicar la valuación de opciones bajo un proceso Lévy-estable se halla fuera del alcance del presente trabajo. En primer lugar, las probabilidades “P” (físicas u objetivas) representadas por el modelo Lévy-estable no tiene una única medida de martingala equivalente. Recordemos que una medida de probabilidad “Q” se llama medida de martingala equivalente si para todo evento A tal que P(A) = 0 también se cumple Q(A) =0 y además el proceso de los precios descontados es una Q-martingala  El movimiento browniano geométrico tiene una medida de martingala equivalente única que para el caso del proceso St/Bt se obtiene a través del teorema de Girsanov desplazando la media de  a r-0.52 ( es la tendencia “natural”, y r es la tasa de interés libre de riesgo). En el caso del movimiento Lévy-estable existe un amplio rango de medidas de martingala equivalentes. De hecho, los precios obtenidos para un mismo derivado son extremadamente disímiles, lo cual hace imperativo establecer un criterio de selección entre las medidas disponibles. 

En segundo lugar, sería necesario el estudio del impacto de cada uno de los parámetros del modelo y su estimación. Sería también conveniente tener valores de los parámetros que permitan una comparación de los resultados con el modelo browniano estándar.

Sin entrar en ejemplos numéricos, podemos afirmar, sin embargo, basados en el trabajo de Cartea y Howinson (14)* que un modelo de esta características, con una distribución Lévy-estable para los rendimientos, supera al modelo original de Black, Scholes y Merton , entre otras razones, al predecir la llamada “sonrisa de la volatilidad”. El modelo de BSM utiliza el mismo parámetro  para valuar los derivados cualquiera sea el precio de ejercicio. Aún trabajando con el mismo activo subyacente y la misma fecha de ejercicio, si se calcula la varianza implícita para distintos precios de ejercicio no se obtiene una constante sino valores crecientes a medida que el precio de ejercicio se aleja del precio actual del activo. En el gráfico 3.1 se ejemplifica este efecto. Es importante remarcar que la volatilidad graficada aquí es la implícita, o sea, la que surge de despejar el parámetro  en la fórmula de BSM. Este parámetro es el único que no es directamente observable dado que según esta fórmula el precio V de una opción es una función de la tasa de interés libre de riesgo (r), la volatilidad (), el precio de ejercicio (K), el precio actual del activo subyacente (S0) y el plazo de ejercicio (T): V=f(r,,K,S0,T). Entonces, como tomando como precio (V) el dado por el mercado es posible calcular al menos numéricamente el valor de s que corresponde al precio observado. A este valor obtenido se le llama volatilidad implícita. Según el modelo esta debería mantenerse constante para todos los precios de ejercicio. El hecho de que se genere la “sonrisa de la volatilidad” es equivalente a afirmar que la fórmula de B-S-M sobrestima el precio de la opción para valores de K cercanos al precio actual del activo. Por lo tanto, para reproducir el verdadero  valor (más bajo) es necesario usar un valor de  más bajo.

El modelo basado en el movimiento Lévy-estable corrige esta deficiencia al darle mayor ponderación a los valores extremos, lo cual genera precios más bajos para los precios de ejercicio cercanos al valor actual del activo. De esta manera, la volatilidad se mantiene constante, dentro del rango de posibles valores de K.
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Sección 3: Del movimiento browniano a los procesos estables

Introducción

El interés por los mercados de capitales es inmenso. La fórmula que permita adelantarse a los movimientos del mercado es buscada como un moderno santo grial, de ahí la gran variedad de soluciones propuestas. A pesar de todo, la más popular sigue siendo seguramente el movimiento browniano geométrico, debido a que es la base de la ecuación de BSM para valuación de derivados financieros. En los últimos treinta años, el mercado de derivados ha crecido en gran manera, ocupando un lugar preponderante en el manejo de inversiones. La teoría financiera ha entendido los derivados como una manera de comprar y vender volatilidad, en lugar de rendimientos esperados, lo que ha permitido un manejo integral del riesgo en las carteras de inversión. 

Como se ha visto, la distribución normal es un miembro más de la gran familia de distribuciones estables, según mencionó en la primera sección de este trabajo. Estas surgen de la versión generalizada del teorema central del límite, con lo cual, no sería arriesgado postular que si los mercados de capitales no cumplen exactamente las hipótesis del teorema central del  límite, entonces podríamos recurrir a las distribuciones estables a la hora de modelizar. Hemos mostrado que las distribuciones estables pueden tener un mejor ajuste a los datos reales que la distribución normal, y en el próximo apartado se intentará una explicación que nos permita pasar del modelo “browniano” clásico al un modelo basado en distribuciones estables, ya no basados únicamente en interpretaciones matemáticas y ajustes de datos muestrales, sino que también se sumará un razonamiento a nivel económico sobre este cambio.

Descripción del modelo

Asumamos que los retornos siguen un proceso estocástico definido de la siguiente forma:
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tal que
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donde  es constante. Respecto a la volatilidad, en lugar de suponerla constante como el modelo estándar, podría (en principio) ser modelada según la siguiente integral:
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En esta ecuación 
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es una variable Levy-estable positiva, para que (1) sea un proceso creciente. 
Desafortunadamente, esta primera aproximación es inconsistente dado que  
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 es por definición un proceso continuo y el movimiento Lévy-estable, 
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, es un proceso cuyas trayectorias presentan puntos de discontinuidad. Se requiere entonces, un método que permita construir un proceso para la varianza que sea Lévy-estable pero con trayectorias continuas.

Construyendo un proceso continuo

Es posible modificar un proceso de trayectorias discontinuas como el movimiento Lévy-estable descripto anteriormente para obtener un proceso continuo. Para ello se necesita un función determínistica del tiempo f(s,T) apropiada para construir un nuevo proceso 
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que sea continuo (para una descripción general del comportamiento de las trayectorias puede consultarse Samorodnitsky y Taqqu, 11*). La elección de la función f(s,T) debe hacerse de manera tal que las distribuciones multi-dimensionales de 
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sean distribuciones estables completamente asimétricas hacia la derecha, dado que la varianza solo puede tomar valores positivos. 

Dos opciones posible para f(s,T) son (entre otras):
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El parámetro  es una constante positiva y puede interpretarse como un factor amortiguador. Cuando n=1 se obtiene un proceso de Uhlenbeck- Ornstein (15)*  donde los shocks en lugar de seguir un proceso de Wiener siguen un proceso Lévy-estable (Barndorff-Nielsen y Sheppard ,16*).

Simulando activos financieros

En este punto estamos en condiciones de comprobar si este modelo con varianza estocástica se comporta como lo predicho, esto es, que la distribución de los retornos (logarítmicos) pasa de ser normal a tener una distribución estable. Si bien esto es demostrable por medios analíticos (ver apéndice C), la importancia de contar con un algoritmo de simulación para este modelo es que permite su utilización para valuar derivados que no tengan solución analítica.

El  modelo a simular se compone de las siguientes ecuaciones:
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Bajo este esquema, la simulación de un proceso estocástico Xt definido por la ecuación diferencial estocástica 
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, se hace recursivamente bajo el esquema:
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donde {Zk} son I.I.D. N(0,1)

Para simular la volatilidad se han utilizado las expresiones:
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En todos los casos h representa el mínimo intervalo de tiempo que se simula, el grado de discretización de la representación (para mayor detalles respecto de la simulación de ecuación diferencial estocásticas ver Haugh, M., 17*). 

A continuación se muestra una simulación hecha en base a este modelo para T=1. En los gráficos 3.1a y 3.1b se muestran dos trayectorias simuladas de la varianza bajo el presente modelo usando los siguientes parámetros: n=1.2, =25, =0.8, =1, en todos los casos 
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En ambos casos, se graficó también un recta que representa la evolución de la varianza bajo el concepto tradicional de varianza constante en el tiempo 
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(los gráficos representan la evolución de la varianza acumulada, no la varianza en el punto “t”).
Para cada simulación de 2(1) se procede a obtener su raíz cuadrada y a simular el retorno logarítmico mediante: ln(St+1/St) = 0,01+W1 donde Wt es un proceso de Wiener y 0,01 es la tendencia elegida para la simulación. 

Luego de realizadas 10.000 simulaciones se procedió a analizar la función de densidad muestral (interpolada mediante un filtro de kernel) y un q-plot con respecto a la distribución normal (en este gráfico la línea recta representa la distribución normal). Estos son los gráficos 3.2a, 3.2b. En este último se puede ver la gran desviación respecto de la distribución normal que se ha producido en el retorno. Las colas son mucho más pesadas tanto a derecha como izquierda.
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Como último test quedaría revisar que el parámetro  de la distribución resultante sea el predicho teóricamente: 1.6, dado que el movimiento Lévy-estable usado para la varianza tenía un parámetro 

Como se mencionó previamente, la estimación de parámetros implica procedimientos numéricos intensivos y se ha elegido usar un software ya existente en lugar de desarrollar uno propio. Para la simulación realizada, el mismo informó:
1. Valores de los parámetros:

1.1. Alfa = 1,60859

1.2. Beta = -0,0629974

1.3. Gama = 0,284904

1.4. Delta = 0,00639943

2. Test de Kolmogorov Smirnov

2.1. Valor del estadístico: 0,0065713
2.2. Valor crítico: 0,779636
Como puede apreciarse los resultados han sido exactamente los esperados: mediante el paso de varianza constante a varianza estocástica se ha obtenido como distribución marginal de los rendimientos una distribución estable, usando el modelo browniano tradicional como distribución condicional y una varianza con distribución estable completamente asimétrica (positiva).

Este cambio propuesto no es caprichoso o simplemente “conveniente” a efectos de lograr los resultados buscados. El hecho que la varianza no es constante ha sido verificado empíricamente en los mercados de capitales. Los gráficos y la experiencia demuestran que tiende a haber períodos de mayor varianza y períodos de menor varianza. Esto es reproducido en el modelo por el movimiento Lévy-estable. A su vez, estos períodos de mayor (menor) varianza se corresponden indudablemente a momentos de incertidumbre, con gran cantidad de transacciones debido a noticias negativas (11/09/01) o finalización  de burbujas (como en el caso de las punto com). Se podría pensar que en estos momentos el pulso del mercado de acelera, el tiempo parecería correr más rápido a medida que todos intentan comprar y vender para cerrar sus posiciones. Dado que la varianza de Wt es igual t, incrementar (reducir) su varianza es equivalente a acelerar (desacelerar) el tiempo. El papel que jugaría un proceso estocástico como generador de la varianza es subordinar el movimiento browniano, reemplazando al tiempo “de reloj” como índice del proceso estocástico. De esta forma se pasa de Z(t) = W(t)  a Z(t) = W(V(t)) donde V es el proceso subordinante, en este caso, la varianza estocástica. De hecho, Geman y Ane (18)* mostraron empíricamente que se puede observar una casi perfecta normalidad de los rendimientos en precios de futuros del S&P 500 usando un reloj aleatorio basado en el volumen de transacción.

Para una descripción detallada de los modelos existentes basados en procesos subordinantes pueden consultarse De Giovanni, Ortobelli y Rachev (19)*. Allí pueden encontrarse además del proceso subordinante Lévy-estable aquí presentado (llamado de Mandelbrot-Taylor):

· El modelo hiperbólico (de Barndorff y Nielsen). V(t) tiene una distribución gaussiana inversa y como resultado se obtiene un Z(t) llamado movimiento de Lévy hiperbólico.

· El modelo log-t de Student. V(t) tiene una distribución chi-cuadrado y como resultado se obtiene un Z(t) que sigue una distribución t de Student.

· El modelo de Clark. El proceso subordinante V(t) tiene una distribución log-normal.

· El modelo log-Laplace (Mittnik y Rachev). 

 Apéndice A:

Porque la media de la distribución de Cauchy es indefinida 

Si una distribución de probabilidad tiene función de densidad f(x) entonces la media o valor esperado es
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La pregunta es si esto es lo mismo que:
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Si ninguno o sólo uno de los dos términos de (2) es infinito, entonces (1) es lo mismo que (2). Pero en el caso de la distribución de Cauchy, ambos términos de (2) son infinitos. Esto significa que (2) está indefinido. Es más, si (1) se construye como una integral de Lebesgue, entonces (1) también está indefinido dado que entonces (1) se define como la diferencia entre sus partes negativas y positivas, o sea, igual a (2).

Sin embargo, si (1) se construye como la integral impropia en lugar de una integral de Lebesgue, entonces (2) es indefinido, pero (1) no está necesariamente bien definido. Puede considerarse que (1) es equivalente a:
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y este es un “valor principal de Cauchy”, el cual es cero, pero también se puede considerarse que (1) es equivalente a, por ejemplo :
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el cual no es cero. 

En estos casos, muchos teoremas que dependan de valores esperados no funcionan, tal como la ley fuerte de los grandes números. Además, la media muestral de una muestra tomada al azar de una distribución de Cauchy no es mejor que una sola observación, dado que la probabilidad de obtener un valor extremo es demasiado alta. En estos casos, la mediana muestral, que no se ve afectada por los valores extremos, puede ser usada como medida de tendencia central.

Apéndice B: 

Algoritmo de simulación de variables Lévy-estables (Weron, 10, 12 *)

El algoritmo para la simulación de una variable aleatoria X~S(,1,0) es el siguiente:

· Primero se genera una variable aleatoria V uniformemente distribuida sobre -y una variable aleatoria exponencial, W, con media 1.

· Para ≠1, 

[image: image39.png]X Sasx

sin(a(V 1+ Bag)) | (cos(V —alV . Bag) )“"‘V“
(cos(V)) 1/ ( W




donde,
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· Para =1,
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Si se desea obtener Y ~S(,,), entonces se usa la siguiente propiedad:
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Apéndice C (Cartea y Howison, 21*): 

Aquí se demuestra que si el proceso que siguen la rentabilidad de un activo, tal como se asumió en la sección 3, está dado por:
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donde Wt es el incremento de un movimiento browniano ordinario, [image: image44.bmp] y  son constantes, entonces el proceso resultante tiene una distribución Lévy-estable simétrica.

Primero hay que notar que el componente estocástico del rendimiento está dado por:
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y por conveniencia se elige:
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Ahora calculamos la función característica del proceso Ut,T. Tenemos
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y condicionando sobre la trayectoria de s para t≤s≤T y usando esperanzas iteradas se obtiene
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Dado que 
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 y usando proposition 1 se puede escribir
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Lo cual es la función característica de un proceso Lévy-estable simétrico con parámetro .
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